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2.1

Un problema de comunicaciones

Transmision digital binaria (antipodal; canal 1deal)

Modelo discreto:

T
d={£s} A\ d=+s?
X N\ > RX — >

d=-s?

r es un ruido G(0, v) (y blanco)

(se conoce la “fisica” del problema)

TDS/4, IT/ATSC-DTC/UCIHIM



2.2

Se observa:

X=+s+r, Si +8 p(x| -s)Pr(-s) p(x | +s)Pr(+s)

X=-S+TI, SI -S

vl

-S n +S

y resulta “natural” decidir aplicando un umbral 1 a la observacion x:

A~ |+s st x> +>S

Las probabilidades de error Pr(& =+s,d = —s), Pr(a =-s,d= +s), son las areas
rayadas de la figura: para iguales probabilidades de los simbolos transmitidos, la
probabilidad total de error, Pr d=+s,d= —s)+ Pr(a =—s,d = +s), se minimiza eligiendo
n=0.
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2.3

Complementos practicos

- Enradar, por cada celda de observacion se tiene:
X=s+r , si hay blanco
X=T , s1 No

y el umbral se determina para fijar Pr(s|0) en un cierto valor (P, probabilidad de
falsa alarma).

(En realidad, se integran observaciones provinientes de repetidas iluminaciones
del blanco).

- En cualquier caso, ante canal ideal (como ocurre en radar, p. €j.), el modelo digital se
deriva de observar durante un intervalo de duracion T

X(t) = +s(t) + r(t), Si +S
x(t) = -s(t) + (1), si-s  (analogamente si 0)

con r(t) gaussiano y blanco: dada la incoherencia de r(t), un proceso de integracion
resulta razonable para pasar al modelo discreto.
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Ejercicio de Ampliacion A
. La ““integracion” se puede realizar con un filtro lineal e invariante, muestreando su
salida al concluir el intervalo de simbolo (T).
) . .
Asi, se obtendran s = J-s(T “t)h(t)dt
0
0
r= Ir(T ~t')h(t")dt’
0
y r mantendra el caracter Gauss.
Resulta obvio, en la discusion anterior, que la probabilidad de error decrece con
s2/v (relacion sefal/ruido). Al ser el ruido blanco, su varianza depende de
T
I h*(t")dt! pero no de laforma de h(t).
0
Elijase dicha forma para maximizar la relacion sefial/ruido.
2
.
La energia de la salida debida a la sefial es 52 = “ h(t')s(T —t') dt’}
0
y, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz
’ U 2 \V 2 - -
( UV) g( )( ); = si ysolo si u = kv
J
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2.5

resulta
T T
2 2 ’ ' 2 ' ’
s gj'oh (t)dtj'os (T —t')dt

alcanzandose el maximo con
h(t) = s(T-t) (la constante es irrelevante)

es decir, con un filtro lineal e invariante que tenga como respuesta al impulso el
simbolo revertido (en el tiempo): es el filtro adaptado, 6ptimo (lineal e invariante)

para deteccion (en ruido Gauss y blanco).
r(t)

I S e B A AU = I

U U g 0

A
v

también realizable como receptor de correlacion

r) sy T

U

=—
—
} QI
|“I
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2.6

Discusion

Q: ¢Qué ocurriria si el canal no fuese ideal?

Apareceria el fenomeno de la Interferencia Inter-Simbolos (“ISI”’), y su
presencia en las observaciones haria perder el caracter optimo al proceso
descrito.

Q: ¢Mediante qué dos procedimientos fundamentales se combate la ISI?

- Para reducir su efecto, el conjunto perfil del simbolo transmitido-filtro
Integrador se disefia de forma que el resultado dé un valor nulo al ser
muestreado en tiempos (0, -T, 2T, ...); como el coseno alzado.

- En el disefio anterior no suele incluirse el canal por ser desconocido: su efecto
se compensa con un igualador, sistema (lineal e invariante) que, en cascada con
el canal, pretende una respuesta ideal.

Notese que no es un proceso optimo desde el punto de vista de decision: no se
considera el efecto del ruido (es util si la ISI domina).

TDS/4, IT/ATSC-DTC/UCHIM



2.7

Q: ¢Cdmo se procederia al analisis en el caso de transmitir multiples simbolos?

Para las dos componentes (en fase y en cuadratura) conjuntamente o por
separado, bastaria proyectar los simbolos sobre los componentes de una base de
formas de onda (correspondientes a posibles filtrados) para reducir el problema
al modelo discreto.

Notese la ventaja del empleo de simbolos antipodales: maximizan la relacion
sefal/ruido; o de la ortogonalidad en el plano complejo.
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2.8

Q: Indique qué aspectos se tienen en cuenta para disefiar un receptor de comunicaciones.

La informacion ““fisica” disponible sobre el problema: caracteristicas de seial
y ruido; adicionalmente se busca sencillez (igualadores lineales) para posibliltar
la adaptatividad ante variaciones del canal.

Q: ¢Por qué se minimiza la tasa de error en las comunicaciones digitales?

El objetivo es preservar la calidad de la informacién recibida: dada la forma
habitual de transmitir (digitalizacion de forma de onda o digitalizacion no
uniforme para modelos, proteccion posiblemente selectiva y aleatorizacion de
simbolos transmitidos), minimizar la tasa de error es una forma aproximada de
conseguirlo.

TDS/4, IT/ATSC-DTC/UCHIM



2.9

Nomenclatura

Los procesos del tipo discutido se dicen de tratamiento (digital) de senales (“Digital

Signal Processing”, DSP) porque interviene el tiempo; especialmente, cuando la
solucion ha de establecerse en tiempo real.

Recuérdese que las imagenes se manejan via exploracion secuencial.
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2.10

T: Otros problemas que se plantean en términos que permiten la decisidn/clasificacion
analitica son:

- laeleccion de una estrategia en un juego
- la deteccion de la presencia de un componente quimico en una muestra

Discuta los aspectos generales de dichos problemas.
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2.11

Dato

transicion
probabilistica
Hipotesis Espacio de observacion

Notese que con el conocimiento estadistico:

* Probabidades “a priori”: Pr(H,)
* Verosimilitudes: p(x/H,)

* Parametros de coste:  C;; (se toman no negativos, y C; > C

se disena el decisor F

F(C)

D,

D,

Decisor

i1’

Decision

Vij#1)
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2.12

Recordatorio de relaciones

p(x [H;)Pr(H; )= p(x,H;)

Zp(x | H; )Pr(H; )= p(x)

P(X | H, )Pr(Hi)
p(x)

P(X | H, )Pr(Hi)

) Zj:P(X | Hj)Pr(Hj)

Pr(Hi | X) -

:fXPI‘(Hi | X) p(X) dx = PI‘(Hi)

: ddp conjunta de X y H,

: ddp de x (probabilidad total)

: probabilidad “a posteriori” de H. (vista la observacion)

: forma de Bayes
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2.13

\
Con la informacion estadistica disponible, se puede establecer que, en cualquier
instancia, se da una cierta hipotesis H; que origina una observacion X: decidir D; llevara
aparejado un coste
C(DpHi): Cji
que se puede promediar respecto de cada elemento aleatorio (X o H;) o respecto a
ambos.
Es claro que, si se pretende un disefio para ser aplicado en un nimero elevado de
casos, habra que fijar como objetivo algiin promedio de este coste.
\- J

TDS/4, IT/ATSC-DTC/UCIHIM



2.14

Ejercicios de Ampliacion )
A: Exprese analiticamente el coste medio de decidir D; a la vista de x. Indique con qué
decisor se minimiza.
C(D,[x)=El{c(D,,H) x}= ZC Pr(H, | x)
x—>Dj. sl j*:arg{mjin{zcjipr H; | X)H
A: Exprese analiticamente el coste medio global Indique con qué decisor se minimiza.
C =E{c(D( ZZC Pr(D,,H,)
Dado que cada x se atribuye (determlnlstlcamente) a D; si esta en cierta region X,
Pr(D,, H, )= Pr(Hi):ij p(x | H. )dx
luego
: C = Z{ ZC Pr(H, )p(x | H, )dx
cuya minimizacion determina {X;}; equivale a:
X—>Dj si j*= arg{mm{ZC Pr(H,) p(x| H, )H
- J
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2.15

N
A: ¢Cual de los dos objetivos anteriores, min C(D, |x) 6 minC, elegiria usted en una
aplicacion practica?
El primero minimiza el coste medio ante una observacion; el segundo, el coste
medio global...
Como las observaciones aparecen segun ciertas estadisticas, han de estar
relacionados.
En efecto:
Zc Pr(H, | x)= ch,pr
ZCJ,px|H Pr ZCJ,pr
que difieren en un factor que no depende de j: luego ambos objetivos dan igual
decision.
Lo resuelto constituye la base de la Teoria Bayesiana de la Decision.
J
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2.16

A: De lo anterior, derive un test de umbral para el caso binario

DO COO Pr(HO) p(Xl H0)+C01 Pr(Hl) p(Xl Hl)
D, : Cyo Pr(H,) p(x|Hy)+Cyy Pr(H,) p(x | H,)
G,y Pr(H. ) plx | H, )+ Coy Pr{H,) p(x | H. )E C.. Pr(H, ) plx | H, )+ C.. Pr(K
Dl
(Coy =Cyy )Pr(H,)p(x| H,) 5 (Cio —Cyo )Pr(H,)p(x| Hy)
) = p(X| 1) 21 (Clo_Coo)Pr(Ho) A
M= SRy 5 o Cupry)

o

test de razon de verosimilitudes (““Likelihood Ratio Test”, LRT)

Suele ser cdmodo:
InA(X) = In p(x| H,)-1In p(x| H,)

INVAY,

Inn

O

1) p(x]H,)
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2.17

Obviamente, también hay un test de probabilidades a posteriori:

Pr(Hl | X) 21 Cio —Coo _
< =@
Pr(Ho | X) Do C01 _C11

A: Justifigue las denominaciones de los siguientes tests para casos particulares:
- méaximo a posteriori (MAP): C,,=C,,=0,C,=C,,=C
- maxima verosimilitud (ML): C,,=C,,=0, C,,=C,,=C, Pr(Hy)=Pr(H)(=1/2)
- MAP: llevando al test de probabilidades a posteriori
Pr(H,|x) D D

> 1 Pr(H > Pr(H
PI’(HO | X) 50 ; I’( 1 X) 50 I’( ol X)
- ML: llevando al LRT
p(XI Hl) 21 : D,
—_— = 1; p(x|H 2  pix|H
p(XI Ho) 60 ( 1) 50 ( 0)

Analogamente ocurre para hipotesis multiples: se decide segin la maxima Pr(H;|x) o la
maxima p(x|H;)

J
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2.18

La estrategia minimax

Si en una situacion solo son conocidos los costes C; y no las Pr(H;) ni las
verosimilitudes, lo “razonable” es decidir aquella hipotesis que minimice el coste
maximo que se puede producir

D.: j*= arg{mjin{ max CJiH

(lo que equivale a admitir “uniformidad” en la informacion estadistica no disponible).

La adopcion de esta estrategia es frecuente en los juegos: en los que la situacion
depende de la actuacion de los otros jugadores.

También puede extenderse este modo de proceder a casos en que se desconoce
sOlo parte de la informacion: como las probabilidades a priori, p.e;.
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2.19

Caracteristicas de los decisores

— Probabilidad de error tipo | o de falsa alarma

Py =Pp, = &(1 p(X ‘ Ho)dx :J‘:p(A ‘ HO)dA
— Probabilidad de error tipo Il o de pérdida
n
P, =P, = fXO p(x| H, )dx =_[0 p(A|H,)dA
(P, = 1-P,,: probabilidad de deteccion)

Existe un obvio compromiso en la reduccion de Pg, y Py,

Pueden estimarse como frecuencias relativas.
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2.20

El Criterio de Neyman-Pearson

En algunas situaciones, como en Radar, se busca maximizar P, manteniendo
. !
acotada P&. P, =a'<a

Supuestas conocidas las caracteristicas estadisticas habituales, basta acudir a los
multiplicadores de Lagrange y minimizar

F, =P, +1(Py, —a')= fXOP(X\ H, )dx + A Hle(x\ Ho)dx_a'} _
=A1-a')+ J/[p(x‘ Hl)—k p(X‘ HO)]dX

que, obviamente, se minimiza si X, es la region en que el integrando es negativo; de

modo que resulta

que es un LRT. El valor de A se obtiene de

P., :ij(A‘ HO)dA =a' <a
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2.21

N
Es gran ventaja de este planteamiento el que permita tratar casos en que no es de
aplicacion directa la Teoria Bayesiana: p.ej., s1 X depende de un parametro determinista
(como una amplitud o una fase, p.ej.) bajo H,, no existe p(X | H,), y no se puede acudir
directamente a un LRT: pero, como se vera, si cabe aplicar el Criterio de N-P.
\- J
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